
UNCORRECTED
PROOF

Contents 1

1 Dimensional Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 2

1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 3

1.2 Examples of Dimensional Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 4

1.2.1 Maximum Height of a Projectile . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 5

1.2.2 Drag on a Sphere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 6

1.2.3 Toppling Dominoes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 7

1.2.4 Endnotes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 8

1.3 Theoretical Foundation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 9

1.3.1 Pattern Formation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 10

1.4 Similarity Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 11

1.4.1 Dimensional Reduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 12

1.4.2 Similarity Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 13

1.5 Nondimensionalization and Scaling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 14

1.5.1 Projectile Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 15

1.5.2 Weakly Nonlinear Diffusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 16

1.5.3 Endnotes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 17

2 Perturbation Methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 18

2.1 Regular Expansions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 19

2.2 How to Find a Regular Expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 20

2.2.1 Given a Specific Function . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 21

2.2.2 Given an Algebraic or Transcendental Equation . . . . . . . . . . . 56 22

2.2.3 Given an Initial Value Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 23

2.3 Scales and Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 24

2.4 Introduction to Singular Perturbations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 25

2.5 Introduction to Boundary Layers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 26

2.5.1 Endnotes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 27

2.6 Examples Involving Boundary Layers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 28

2.6.1 Example 1: Layer at Left End . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 29

2.6.2 Example 2: Layer at Right End. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 30

2.6.3 Example 3: Boundary Layer at Both Ends. . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 31

xi



UNCORRECTED
PROOF

xii Contents

2.7 Multiple Scales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 32

2.7.1 Regular Expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 33

2.7.2 Multiple Scales Expansion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 34

3 Kinetics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 35

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 36

3.1.1 Radioactive Decay . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103 37

3.1.2 Predator-Prey . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 38

3.1.3 Epidemic Model. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104 39

3.2 Kinetic Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 40

3.2.1 The Law of Mass Action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 41

3.2.2 Conservation Laws . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 42

3.2.3 Steady States . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 43

3.2.4 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 44

3.2.5 End Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113 45

3.3 Modeling Using the Law of Mass Action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 46

3.3.1 Michaelis-Menten Kinetics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 47

3.3.2 Disease Modeling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116 48

3.3.3 Reverse Mass Action . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118 49

3.4 General Mathematical Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119 50

3.5 Steady States and Stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 51

3.5.1 Reaction Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 52

3.5.2 Geometric Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 53

3.5.3 Perturbation Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 54

3.6 Solving the Michaelis-Menten Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 55

3.6.1 Numerical Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 56

3.6.2 Quasi-Steady-State Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 57

3.6.3 Perturbation Approach . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137 58

3.7 Oscillators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143 59

3.7.1 Stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 60

3.8 Modeling with the QSSA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148 61

3.9 Epilogue . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 62

Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 63

4 Diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 64

4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 65

4.2 Random Walks and Brownian Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 66

4.2.1 Calculating w(m, n) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170 67

4.2.2 Large n Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172 68

4.3 Continuous Limit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174 69

4.3.1 What Does D Signify?. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 70

4.4 Solutions of the Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 71

4.4.1 Point Source Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 72

4.4.2 A Step Function Initial Condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 73



UNCORRECTED
PROOF

Contents xiii

4.5 Fourier Transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 74

4.5.1 Transformation of Derivatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187 75

4.5.2 Convolution Theorem. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189 76

4.5.3 Solving the Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191 77

4.6 Continuum Formulation of Diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194 78

4.6.1 Balance Law. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195 79

4.6.2 Fick’s Law of Diffusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196 80

4.6.3 Reaction-Diffusion Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203 81

4.7 Random Walks and Diffusion in Higher Dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . 205 82

4.7.1 Diffusion Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207 83

4.8 Langevin Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 84

4.8.1 Properties of the Random Forcing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 85

4.8.2 Endnotes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 86

Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220 87

5 Traffic Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233 88

5.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233 89

5.2 Continuum Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 233 90

5.2.1 Density . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234 91

5.2.2 Flux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236 92

5.3 Balance Law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237 93

5.3.1 Velocity Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 94

5.4 Constitutive Laws. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239 95

5.4.1 Constant Velocity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 96

5.4.2 Linear Velocity: Greenshields Law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 97

5.4.3 General Velocity Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242 98

5.4.4 Flux and Velocity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244 99

5.4.5 Reality Check . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 244 100

5.5 Constant Velocity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245 101

5.5.1 Characteristics. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248 102

5.6 Density Dependent Velocity. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252 103

5.6.1 Small Disturbance Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 104

5.6.2 Method of Characteristics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 105

5.6.3 Rankine-Hugoniot Condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 260 106

5.6.4 Shock Waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262 107

5.6.5 Expansion Fan. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264 108

5.6.6 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270 109

5.6.7 Additional Examples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 271 110

5.7 Cellular Automata Modeling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276 111

Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282 112

6 Continuum Mechanics: One Spatial Dimension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295 113

6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295 114

6.2 Frame of Reference . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295 115

6.2.1 Material Coordinates. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296 116

6.2.2 Spatial Coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297 117



UNCORRECTED
PROOF

xiv Contents

6.2.3 Material Derivative. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300 118

6.2.4 End Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 302 119

6.3 Mathematical Tools . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 304 120

6.4 Continuity Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 305 121

6.4.1 Material Coordinates. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 306 122

6.5 Momentum Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307 123

6.5.1 Material Coordinates. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309 124

6.6 Summary of the Equations of Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309 125

6.7 Steady-State Solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311 126

6.8 Constitutive Law for an Elastic Material . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312 127

6.8.1 Derivation of Strain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314 128

6.8.2 Material Linearity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316 129

6.8.3 Material Nonlinearity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319 130

6.8.4 End Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 320 131

6.9 Morphological Basis for Deformation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321 132

6.9.1 Metals. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321 133

6.9.2 Elastomers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324 134

6.10 Restrictions on Constitutive Laws . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325 135

6.10.1 Frame-Indifference. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 326 136

6.10.2 Entropy Inequality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328 137

6.10.3 Hyperelasticity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332 138

Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335 139

7 Elastic and Viscoelastic Materials . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345 140

7.1 Linear Elasticity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345 141

7.1.1 Method of Characteristics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 348 142

7.1.2 Laplace Transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350 143

7.1.3 Geometric Linearity. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 362 144

7.2 Viscoelasticity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363 145

7.2.1 Mass, Spring, Dashpot Systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363 146

7.2.2 Equations of Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 366 147

7.2.3 Integral Formulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370 148

7.2.4 Generalized Relaxation Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372 149

7.2.5 Solving Viscoelastic Problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373 150

Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 377 151

8 Continuum Mechanics: Three Spatial Dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389 152

8.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 389 153

8.2 Material and Spatial Coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 390 154

8.2.1 Deformation Gradient. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 392 155

8.3 Material Derivative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 395 156

8.4 Mathematical Tools . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 397 157

8.4.1 General Balance Law . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 400 158

8.4.2 Direct Notation and Tensors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 401 159

8.5 Continuity Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 401 160

8.5.1 Incompressibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402 161



UNCORRECTED
PROOF

Contents xv

8.6 Linear Momentum Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403 162

8.6.1 Stress Tensor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403 163

8.6.2 Differential Form of Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 406 164

8.7 Angular Momentum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 407 165

8.8 Summary of the Equations of Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 407 166

8.8.1 The Assumption of Incompressibility. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 408 167

8.9 Constitutive Laws. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 409 168

8.9.1 Representation Theorem and Invariants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413 169

8.10 Newtonian Fluid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 414 170

8.10.1 Pressure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415 171

8.10.2 Viscous Stress . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 415 172

8.11 Equations of Motion for a Viscous Fluid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 418 173

8.11.1 Incompressibility . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 419 174

8.11.2 Boundary and Initial Conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 420 175

8.12 Material Equations of Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423 176

8.12.1 Frame-Indifference. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 426 177

8.12.2 Elastic Solid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 426 178

8.12.3 Linear Elasticity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 429 179

8.13 Energy Equation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 430 180

8.13.1 Incompressible Viscous Fluid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 431 181

8.13.2 Elasticity. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 432 182

Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 434 183

9 Newtonian Fluids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 445 184

9.1 Steady Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 446 185

9.1.1 Plane Couette Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 446 186

9.1.2 Poiseuille Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 450 187

9.2 Vorticity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 453 188

9.2.1 Vortex Motion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455 189

9.3 Irrotational Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 456 190

9.3.1 Potential Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 459 191

9.4 Ideal Fluid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 461 192

9.4.1 Circulation and Vorticity. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 462 193

9.4.2 Potential Flow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 465 194

9.4.3 End Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 469 195

9.5 Boundary Layers. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 469 196

9.5.1 Impulsive Plate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 470 197

9.5.2 Blasius Boundary Layer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 471 198

9.6 Water Waves . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 477 199

9.6.1 Interface Conditions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 478 200

9.6.2 Traveling Waves. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 479 201

9.6.3 Wave Generation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 481 202

Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 486 203



UNCORRECTED
PROOF

xvi Contents

A Taylor’s Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 497 204

A.1 Single Variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 497 205

A.1.1 Simplification via Substitution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 498 206

A.2 Two Variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 499 207

A.3 Multivariable Versions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 500 208

B Fourier Analysis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503 209

B.1 Fourier Series . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 503 210

B.2 Fourier Transform . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 505 211

C Stochastic Differential Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 507 212

D Identities . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 509 213

D.1 Trace. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 509 214

D.2 Determinant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 509 215

D.3 Vector Calculus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 510 216

D.4 Miscellaneous . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 510 217

E Equations for a Newtonian Fluid . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 511 218

E.1 Cartesian Coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 511 219

E.2 Cylindrical Coordinates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 511 220

References . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 515 221

Index . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 523 222


